INTEGRACION ESTOCASTICA
La integral de Ito

Introduccion

El Célculo Estocéstico es en realidad uinicamente Célculo Integral Estocédstico, por lo menos
en lo que se refiere a la teorfa que quedé practicamente concluida hacia finales de los anos 70’s
del siglo pasado. Después, esa teorfa se fue ampliando y se desarroll6 en varias direcciones.
Ahora bien, al igual que ocurrié con el Célculo Diferencial e Integral que conocemos, la
teorfa de Integracion Estocédstica se desarrollé para poderla aplicar en la solucién de cierto
tipo de problemas de interés. De manera especifica, el objetivo es poder resolver las llamadas
ecuaciones diferenciales estocdsticas, las cuales también son en realidad ecuaciones integrales
estocédsticas. En el Célculo Estocédstico Clasico no hay derivadas; es decir, no hay un Célculo
Diferencial Estocéstico ya que, en general, se trabaja con funciones que no son diferenciables.
A su vez, el resolver ecuaciones diferenciales estocasticas tiene por objetivo el poder construir
procesos estocdsticos que modelen fenémenos de interés en diversas dreas.

Una ecuacién diferencial estocédstica (EDE) es una relacién de la forma:

dXt = /,L(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th

donde (X;),., es un proceso estocdstico, y y o son dos funciones reales definidas en R? y
(Wt) >0 es un proceso de Wiener.

Ecuaciones de este tipo se presentan en una diversidad de situaciones. La idea general es que
si un sistema dindmico es modelado por una ecuacién diferencial ordinaria & = u(t, X) y
dicho sistema es perturbado por la presencia de un ruido.?leatorio, entonces la modelacion
estarfa dada por una ecuacién de la forma & = p(t, X) + o (¢, X) £ (t), donde & representa
la perturbacién aleatoria. El ruido £ se modela usualmente como la "derivada'"de un proceso

de Wiener, de manera que la iltima ecuacién se escribirfa en la forma:

dXt == /,L(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th

w es llamada el arrastre (drift) y o la volatilidad.
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El proceso de Wiener es un modelo matemaético desarrollado por Norbert Wiener, entre los
anos entre 1921 y 1923, del movimiento browniano, el cual consiste en el movimiento que
presenta una pequena particula suspendida en un liquido, el cual es debido a los choques
de las moléculas del liquido con la particula. Fue estudiado a fondo por Robert Brown en el
ano 1827, de ahi su nombre. La explicacién de este movimiento observado por Brown la dio
Einstein basdndose en la teoria molecular.

Lo que hizo Wiener fue definir un espacio de probabilidad (2, ¥, P) y, para cada t > 0, una
variable aleatoria W; : Q@ — R de tal manera que la familia (W;);>¢ tenga las propiedades
que se considera tiene un movimiento browniano, las cuales son las siguientes:

1. Las posibles trayectorias ¢ — W; son funciones continuas.

2. E[W;] =0 para toda t.

3. Dados 0 < s < t, W; —Wj es independiente de la trayectoria seguida hasta el tiempo
s.

4. Dados 0 < s < t, la distribucién de W; — Wy es una funcién de ¢t — s.

Se puede mostrar que bajo estas condiciones, W; — W tiene distribucién normal con media
cero y varianza t — s.

En el modelo desarrollado por Wiener se puede mostrar que, con probabilidad 1, las funciones
t — W; no son diferenciables; asi que o(X;,t)dW; no puede entenderse en el sentido usual.
En sentido escrito una EDE es en realidad una ecuacién integral:

Xo = Xo+ [y (X, 8)ds + [o o(Xs, 5)dW,

Sin embargo, al no ser diferenciables las funciones t — W;, tampoco son de variacién acotada;
de manera que la integral fot o(Xs, s)dWs no puede entenderse en el sentido usual, como una
integral de Stieltjes o como una integral de Lebesgue.

De ahi la importancia del resultado de K. Ito (Stochastic Integral, 1944) al darle un sentido
preciso a una integral de la forma fot ZsdWy para una familia amplia de procesos (Z;);er+-



Definiciones y resultados previos

Definicién 1. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de F. Diremos que:

1. G es cerrada bajo complementos si A° € G para cualquier A € G.
2. G es cerrada bajo diferencias propias si B — A € G para cualquier pareja A, B € G

tal que A C B.

3. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) finitas si\Jj_, A; € G (resp. (\j_, A; €
G) para cualquier coleccion finita Ay, A, ..., A, de elementos de G.

4. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) infinitas numerables si Uj; Ajeg
(resp. ﬂ;’il A; € G) para cualquier coleccion infinita numerable Ay, Az, As, ... de

elementos de G.

5. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) mondtonas si | J; A; € G (resp.
Nj=1 Aj € G) para cualquier sucesion creciente (resp. decreciente) (Ay)
mentos de G.

nens de ele-

Definicién 2 (algebra). Sea F un conjunto. Se dice que una familia A de subconjuntos de
F es un dlgebra si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Fe A
2. A es cerrada bajo complementos.
3. A es cerrada bajo uniones finitas.

Definicién 3 (o-adlgebra). Sea F un conjunto. Se dice que una familia S de subconjuntos
de F es una o-dlgebra si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. FeS.
2. & es cerrada bajo complementos.
3. & es cerrada bajo uniones infinitas numerables.

Definicién 4. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de F. Llamaremos o-
dlgebra generada por G a la mds pequena familia de subconjuntos de F que forme una o-
dlgebra y que contenga a todos los elementos de G. Denotaremos por o (G) a esa o-dlgebra.

Definicién 5. Por una celda en R™ se entenderd un conjunto de la forma Iy x --- X I,
donde Iy,--- , I, son intervalos en R. Si cada uno de los intervalos I}, es abierto, diremos
que la celda es abierta.

Definicién 6. Si C = 1; x --- x I, es una celda en R", al producto

HZ:l ¢ (Ik)
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donde ¢ (I) representa la longitud del intervalo i, lo llamaremos el hipervolumen de la
celda C'y lo denotaremos por vg (C). En los casos de R, R? y R3 lo llamaremos también la
longitud, el drea y el volumen, respectivamente

Definicién 7 (o-dlgebra de Borel en R"). La o-dlgebra de Borel en R", la cual serd
denotada por B (R"), es la o-dlgebra de subconjuntos de R™ generada por las celdas en R™.
A los elementos de esa o-dlgebra los llamaremos borelianos de R™.

Definicién 8. Diremos que un subconjunto de R™ tiene medida cero si para cualquier € > 0
existe un conjunto finito o infinito numerable de celdas abiertas, cuya union contenga al
congunto dado y tales que la suma de sus hipervolimenes sea menor que €.

Definicién 9. La o-dlgebra de los conjuntos Lebesgue medibles en R™ es la o-dlgebra gene-
rada por las celdas en R™ y los conjuntos de medida cero en R™.

Definicién 10 (Clase monétona). Sea F un conjunto y M una familia de subconjuntos
de F. Se dice que M es una clase mondtona si es cerrada bajo uniones e intersecciones
mondtonas.

Definicién 11. Dada una coleccion A de subconjuntos de un conjunto F, se define la clase
mondtona generada por A como la mds pequena familia de subconjuntos de F que forme
una clase mondtona y que contenga a todos los elementos de A. Denotaremos por M(A) a
esa clase mondtona.

Teorema 1 (Teorema de clases monétonas para dlgebras). Sea F un conjunto y A un dlgebra
de subconjuntos de F, entonces o(A) = M(A).

Definicién 12 (r-sistema). Sea F un conjunto y P una familia de subconjuntos de F. Se
dice que P es un mw-sistema si es cerrada bajo intersecciones finitas.

Definicién 13 (d-sistema). Sea F un conjunto y D wuna familia de subconjuntos de F.
Se dice que D es un d-sistema si F € D y es cerrada bajo diferencias propias y uniones
mondtonas.

Definicién 14. Dada una coleccion G de subconjuntos de un conjunto F, se define el d-
sistema generado por G como la mas pequena familia de subconjuntos de F que forme un
d-sistema y que contenga a todos los elementos de G. Denotaremos por d(G) a ese d-sistema.
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Teorema 2 (Teorema de clases mondtonas para pi sistemas). Sea F un conjunto y P un
m-sistema de subconjuntos de IF, entonces d(P) = o(P).

Vamos a trabajar con el conjunto de nimeros reales extendidos, el cual consiste del conjunto
de niimeros reales y dos elementos especiales, —oo y oo, con los cuales operaremos bajo las
siguientes convenciones:

Si ¢ € R, entonces:
—00 < ¢ < 00,
c— 00 = —00,

Cc+ 00 = 00,

c(00) = —oo si e <0,
(0) (00) = (0) (—00) = 0,
L

(00) (00) = 00 + 00 = o0,
00— 00 € % no estan definidos.

R denotard al conjunto R U {—o0, c0}.

Definicién 15 (Funcién finitamente aditiva sobre un dlgebra). Sea F un conjunto
y A un dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa 1 : A — R es
finitamente aditiva si dada cualquier familia finita, Ay, ..., A,, de elementos de A tal que
A;NA; =0 parai # j, entonces:

n

p(U Ar) = >k 1(Ar)

k=1
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Definicién 16 (Funcién o-aditiva sobre un dlgebra). Sea F un conjunto y A un dlgebra
de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa p : A — R es o-aditiva si es
finitamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, As, ..., de elementos de

A tal que AiNA; =0 parai#jy | Ax € A, entonces:
k=1

g (kf:j1 A’“) = D0 (A

Definicién 17 (Funcién o-subaditiva sobre un dlgebra). Sea F un conjunto y A un
dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa ji : A — R es o-subaditiva,
o que satisface la propiedad de la subaditividad numerable, si dada cualquier coleccion infinita
A1, Ay, ... de elementos de A tales que |J,—, A, € A, entonces:

i (Unzy An) < D000 u(An)

Definicién 18 (Funcién o-aditiva sobre una o-dlgebra). Sea F un conjunto y S una o-
dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa pi: S — R es o-aditiva si
es finitamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, Ao, ..., de elementos
de S tal que A; N A; =, entonces:

g (,g A’“) = 2 (A)

Teorema 3. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos delF y u : A — R una funcion
no negativa y finitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

1. p es o-subaditiva.

. |t es o-aditiva.

3. Para cualquier sucesion creciente (Ay), oy
A, se tiene p (U2 An) = im0 p(Ay).

4. Para cualquier sucesion decreciente (Ay), cys
A, se tiene p (o2 An) = lim, o p1(A,,).

5. Para cualquier sucesion decreciente (Ay),, oy, de elementos de A tales que (), A, =
0, se tiene lim,, o, u(A,) = 0.

[\

de elementos de A tales que |~ A, €

de elementos de A tales que (), An €

Definicién 19 (Espacio medible). Un espacio medible es una pareja (F, ), donde F es
un conjunto cualquiera y < es una o-dlgebra de subconjuntos IF.

Definicién 20 (Quasi medida). Sea F un conjunto y A un dlgebra de subconjuntos de
F. Diremos que una funcién no negativa p : A — R es una quasi medida si es finitamente
aditiva, o-subaditiva y p (0) = 0.
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Definicién 21 (Medida). Sea F un conjunto y & una o-dlgebra de subconjuntos de F. Se
dice que una funcién no negativa i : S — R es una medida si p es o-aditiva y p (0) = 0.

Definicién 22 (Espacio de medida). Un espacio de medida es una terna (F, S, 1), donde
(F, ) es un espacio medible y pu es una medida definida sobre .

Definicién 23. Sea (F, S, 1) un espacio de medida. Diremos que p es finita si p (F) < oo.
Diremos que p es o-finita si existe una coleccion infinita numerable de conjuntos Ej € &
tales que F = Jp—; Ex y 1 (Ex) < 00 para cualquier k.

Definicién 24 (Espacio de probabilidad). Si (2, P) es un espacio de medida y P () =

1, diremos que la terna (Q,3, P) es un espacio de probabilidad.

Definicién 25. Se dice que un espacio de medida (F, 3, 1) es completo si S contiene a todos
los subconjuntos de los conjuntos de medida cero.

Teorema 4. Todo espacio de medida se puede completar.

Teorema 5 (Teorema de extensién de Carathéodory). Sea F un conjunto, A un dlgebra
de subconjuntos de F y py : A— RT U {oo} una quasi medida. Entonces existe una medida
p: S RTU{oo} tal que p(A) = py(A) para cualquier A € A, donde S es una o-dlgebra
que contiene a o(A).

Teorema 6. FExiste una tunica medida definida sobre la o-dlgebra de los conjuntos Lebesgue
medibles en R™ la cual asigna a cada celda en R™ su hipervolumen.

Definicién 26 (Medida de Lebesgue en R"). La una tnica medida definida sobre la
o-dlgebra de los conjuntos Lebesgue medibles en R™, que asigna a cada celda en R™ su hiper-
volumen, serd llamada la medida de Lebesque en R™ y la denotaremos por \,. Sin =1, la
denotaremos por \.
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Definicién 27 (Funcién medible). Cuando se tiene un espacio medible (F, <), una funcion
f:F — R es llamada medible si f~! ((—o0,x]) € S, para cualquier x € R.

En lo que sigue asumimos que tenemos definido un espacio de medida completo (IF, ¥, p)

Definicién 28 (Funcién medible simple). Se dice que una funcion medible ¢ es simple
si tiene la forma siguiente:

© = ey il

donde n € N, by,...,b, son nimeros reales y Fi,..., F, son elementos de .

Teorema 7. Sea (F, ) un espacio medible y f : F — R una funcién medible no negativa,
entonces existe una sucesion no decreciente de funciones medibles simples no negativas ¢, :
F — R tales que lim,, ., ¢, (v) = f (y) para cualquier y € F.

Definicién 29. Si o = ,_, belr, es una funcion medible simple, se define su integral sobre
IF, con respecto a , f]F wdu, de la siguiente manera:

fIF edpn =3y b (Fy)

Definicién 30. Si f es cualquier funcion medible no negativa, se define su integral sobre IF,
con respecto a [, f]F fdu, de la siguiente manera:

Je fdp = sup { [, ¢dp : ¢ es medible simple y 0 < o < f }
Si F' € G, definimos:

Jw fdp = [ Ipfdu

Definicién 31. Si f es cualquier funcion medible, se dice que f es integrable sobre un
conjunto F € S si [, |fdp < co.

Definicién 32. Si f es una funcion medible e integrable sobre un conjunto F' € &, se define
su integral sobre F', [ p fdu, de la siguiente manera:

donde f* y f~, son la parte positiva y negativa de f, respectivamente.
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Teorema 8 (Teorema de la convergencia mondétona). Sea f, una sucesion no decre-
ciente de funciones medibles no negativas, entonces:

fF lim,, o frndp = lim,, . fF frdu

Teorema 9 (Teorema de la convergencia dominada). Sea g una funcién no negativa,
integrable sobre un conjunto medible E, y { fn},cn una sucesion de funciones medibles tales
que | fn| < g ylim, . f, existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, contenido
en E, entonces:

[0, g frdA = 1M, g [ fnd

Definicién 33 (o algebra generada por una familia de funciones). Sea F un conjunto
cualquiera. Dada una coleccion de funciones:

H={f,:F=R:yel}

donde I" es un conjunto de indices cualquiera, se define la o-dlgebra generada por H como
la més pequena o-dlgebra de subconjuntos de F tal que toda funcién f € H es medible.
Denotaremos a esta o-dlgebra por o (H) o por o ({f, : v € I'}).

Definicién 34. Sean [ : [a,b] — R y g : [a,0] — R dos funciones acotadas y P =
{xo,x1,..., 2.} una particion del intervalo [a,b]. Una suma de Riemann-Stieltjes S(P, f, g)
de f con respecto a g, correspondiente a la particion P, es una suma de la forma:

S(P, f,9) = 21 F(&4) l9(zx) — g(wa-1)]

donde &, € [xy_1, 7] para k € {1,2,...,n}.

Definicién 35 (Integral de Riemann-Stieltjes). Se dice que f es integrable con respecto
a g en el intervalo |a,b] si existe un numero real I tal que para cualquier ¢ > 0 existe una
particion P. del intervalo [a,b] tal que |S(P, f,g) — I| < € para cualquier particion P que sea
un refinamiento de P. y cualquier suma de Riemann-Stieltjes S(P, f,g) de f con respecto a
g, correspondiente a la particion P. Al numero real I de esta definicion se le llama la integral
Riemann-Stieltjes de f con respecto a g y se le denota por (RS) fab fdg.

Definicién 36 (Funcién de variacién acotada). Dada una funcion g : [a,b] — R y una
particion P = {xo,x1,...,x,} del intervalo [a,b], definamos Vy(P) = >0, |9(zx) — g(xk—1)]|-

Diremos que g es de variacion acotada en [a,b] si:

Vgla, b] = sup {V,(P) : P es una particién de [a, b]} < oo
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Teorema 10. Si g es de variacion acotada en [a,b], entonces toda funcion continua es
integrable con respecto a g en el intervalo [a, b).

Teorema 11. Si toda funcién continua f : [a,b] — R es integrable con respecto a la funcion
acotada g : [a,b] — R, entonces g es de variacion acotada en |a,b).

Teorema 12 (Férmula de integracién por partes). Sean f : [a,b] = R y ¢g:[a,0] = R
dos funciones. Si f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a g, entonces g es Riemann-
Stieltjes integrable con respecto a f. Ademds, en este caso, se tiene:

(RS) [*gdf = g(b) f (b) — g(a) f (a) — (RS) [ fdg

Nuevamente, en lo que sigue asumimos que tenemos definido un espacio de medida completo
(F, S, 1)

Definicién 37. Para p € (0,00), denotaremos por LP al conjunto de funciones medibles f
tales que [, |f]" dp < co.

Definicién 38. Diremos que dos funciones medibles son iguales casi en todas partes si la
medida del subconjunto de F en el cual son distintas tiene medida cero.

Definicién 39. Para p € (0, 00], el conjunto de clases de equivalencia en las cuales queda
partido LP, mediante la relacion de equivalencia definida por la igualdad casi en todas partes,
serd denotado por LP.

Definicién 40. Sip € [1,00) y f € LP, definimos:

B =

111, = (g [£17 dp)

Teorema 13. Para cualquier p € [1,00), L?, con la norma |[|e|[, es un espacio vectorial
normado completo.
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Definicién 41. Para p € [1,00), se dice que una sucesion (fy),cy de funciones medibles
converge en LP a la funcion medible f € LP si f, € LP para cualquier n € N y:

Hmn—wo ||fn - f||p =0
Si éste es el caso, se escribird f, 2, f

Teorema 14. Seap € [1,00). El conjunto de las funciones simples nulas fuera de un conjunto
de medida finita es denso en LP.

Definicién 42 (Convergencia casi en todas partes). Diremos que una sucesion de fun-
ciones medibles { f,, },,cy converge casi en todas partes a una funcion medible f silim, .. fn, =

. . . ., e, c.t.p.
f excepto a lo mds en un conjunto de medida cero. Si éste es el caso, se escribird f, — f.

Definicién 43 (Convergencia en medida). Diremos que una sucesion de funciones me-
dibles (fn),en converge en medida si existe una funcion medible f tal que:

Mmoo n({y € F 2 [fuly) = f(y)| > €}) =0

. ., e, m
para cualquier € > 0. Si éste es el caso, se escribird f, — f.

Teorema 15. Supongamos que (v es finita y sea (f,),cy una sucesion de funciones medibles

tal que f, et f, entonces f, —— f.

Teorema 16. Sea (f,),cy una sucesion de funciones medibles que converge en medida,
entonces (fn),cn contiene una subsucesion (fn,)ycy que converge casi en todas partes a una
funcion medible f y tal que, dada § > 0, existe un conjunto medible A tal que p(A) <6 y la
sucesion (fn,),en converge uniformemente a f sobre A°.

Teorema 17. Seap € [1,00) y (fn), ey Una sucesion de funciones medibles tal que f, N fs
entonces f, —— f.
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En el contexto de la Teorfa de la Probabilidad; es decir, si el espacio de medida es un espacio
de probabilidad (2, J, P), a cada elemento de S se le llama un evento, a una funcién medible
se le llama variable aleatoria, la convergencia casi en todas partes se denomina convergencia
casi segura (c.s.) y a la convergencia en medida se le llama convergencia en probabilidad.
Ademds, si X es una variable aleatoria y la integral fQ XdP estd bien definida, a esa integral
se le llama la esperanza de X y se le denota por E [X].

En lo que sigue, asumimos que tenemos definido un espacio de probabilidad completo
(Q,3, P).

Teorema 18 (Lema de Borel-Cantelli). Sea Ay, Ao, ... una sucesion de eventos tales que
Y2 P(A,) < ooy sea:

A={weQ:we A, para una infinidad de valores de n}

Entonces P(A) = 0.

Teorema 19 (Existencia de la esperanza condicional). Sea X una variable aleatoria
de esperanza finita y G una sub o-dlgebra de 3, existe entonces una variable aleatoria Z,
medible con respecto a G, de esperanza finita y tal que f g ZdP = f 5 XdP para cualquier
conjunto B € G. Ademds, si Y es otra variable aleatoria con las mismas propiedades que Z,
entonces P[Y = Z] = 1.

Definicién 44. Sea X es una variable aleatoria de esperanza finita y G una sub o-dlgebra
de &. Se dice que Z es una version de la esperanza condicional de X con respecto a G y se
escribe E[X | Gl = Z c.s. si Z una variable aleatoria medible con respecto a G, de esperanza
finita y tal que [, ZdP = [, XdP para cualquier evento B € G.
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Procesos estocasticos

Asumimos que tenemos un espacio de probabilidad completo (€2, ¥, P).

Definicién 45. Sean (E,E) un espacio medible y I' un conjunto cualquiera. Llamaremos
proceso estocdstico definido sobre (2,3, P), con conjunto de indices en T' y con espacio de
estados I, a toda familia {X,}, - de funciones medibles definidas sobre 2 y con valores en E.
Dada w € Q, la funcion t — X, (w) es llamada una trayectoria del proceso. Para referirnos
a un proceso estocdstico { Xy}, utilizaremos la notacion (Xy),cp.

En general, un proceso estocdastico representa la dindmica de un fenémeno aleatorio, en cuyo
caso el conjunto I' de indices representa el tiempo durante el cual evoluciona el fenémeno en
consideracién, asf que I' es un conjunto de niimeros reales. El caso més comin consiste en
el estudio de un fenémeno aleatorio que evoluciona a partir de un tiempo inicial ¢y > 0, de
manera que I' es un subconjunto de [0, c0); en muchos casos de interés, se trata del conjunto
de nimeros enteros no negativos o del conjunto de nimeros reales no negativos. En algunos
casos serd de interés considerar también una variable aleatoria X .

Los conjuntos de indices con los que trataremos serdn entonces el conjunto de niimeros enteros
no negativos, el cual denotaremos por Z* y el conjunto de mimeros reales no negativos, el

cual denotaremos por R*, de manera que tendremos I' = ZT o I' = R™. 7" denotars al
conjunto Z* U {oo} y R al conjunto R* U {cc}.

Si I' = Z" diremos que (X;),. es un proceso estocdstico en tiempo discreto, mientras que
si I' = R diremos (X;),. es un proceso estocdstico en tiempo continuo.

Unicamente consideraremos el caso de procesos estocasticos con valores reales, de manera
que F serd el conjunto de nimeros reales R y £ la o-dlgebra de los conjuntos borelianos en
R, la cual denotaremos por B (R). Asi que, para cada t € I'; X, serd una variable aleatoria
real.

Para cada t € I, X, representa lo que llamaremos el estado del proceso en el tiempo t.
Este estado no estd determinado, puede ser uno cualquiera de los valores que toma Xj;.
Lo tnico conocido es la ley probabilistica mediante la cual evoluciona el proceso, la cual,
en particular, nos dice cudl es la distribucién de X;. Esta distribucién no es mds que una
medida de probabilidad definida sobre la o-dlgebra generada por X;, cuyos elementos son

aquellos eventos que dependen tnicamente del estado del proceso en el tiempo ¢, a saber,
todos los de la forma [X; € B], donde B € €.
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De manera més general, resulta de interés considerar, para cada t € I', la o-dlgebra forma-
da por todos aquellos eventos que dependen tinicamente del estado del proceso, desde su
inicio, hasta el tiempo ¢, es decir, la o-dlgebra generada por la familia de variables aleato-
rias {Xs:s €'y s < t}. Esta familia es no decreciente en el sentido de que si t;,t, € I' 'y
t1 < tg entonces 0 {Xs;:s€lys<t1} Co{Xs;:s€Tlys<ty}. Una familia de este tipo
serd llamada una filtracion.

Definicién 46. Una filtracion {3y : t € '} de (2, ) es una familia de o-dlgebras tales que
S C S para cualquiert € T y si s, t € T son tales que s < t, entonces S5 C Sy. Denotaremos
por See_ @ la o-dlgebra generada por los eventos que pertenecen a 3y para alguna t € T'.

Definicién 47. Diremos que una filtracion {3y : t € I'} es completa si, para cualquiert € T,
todos los eventos de probabilidad cero pertenecen a 3.

Definicién 48. Diremos que un proceso estocdstico (Xi)er estd adaptado a la filtracion
{Sy :t € T'} si, para cualquier t € T', la variable aleatoria X, es S;-medible.

Definicion 49. Si (X;)ier es un proceso estocdstico y {t1,ta, ..., t,} es un subconjunto finito
de T, la distribucion del vector aleatorio (Xi,, Xe,,...,Xs,) serd llamada una distribucion
finito dimensional del proceso.

Recordemos que la distribucién de un vector aleatorio (X1, Xs, ..., X,,), formado por varia-
bles aleatorias reales; es el conjunto de probabilidades de la forma P [( X3, Xo,...,X,) € B],
donde B es un conjunto boreliano de R". Estas probabilidades quedan determinadas por
las probabilidades de la forma P[X; € By, X5 € By,..., X,, € B,], donde By, Bs,...,B,
son conjuntos borelianos de R. Utilizando funciones en lugar de conjuntos, la distribu-
ciéon de (Xi,Xs,...,X,) queda determinada por el conjunto de esperanzas de la forma
Elfi (X1) fo(X2) - fu (Xn)], donde f1, fa,..., f, son funciones medibles y acotadas de R
en R.



Martingalas

El concepto de martingala fue introducido por Jean Ville, en su libro titulado Etude cri-
tique de la notion de collectif, publicado en 1939. En ese libro, Ville se avocé al andlisis de
la definicién de probabilidad de un evento que dio Richard E. Von Mises, en 1931, como
valor limite de la frecuencia relativa con la que ocurre el evento dentro de un colectivo de
realizaciones del correspondiente experimento aleatorio. Esta definicién no fue adoptada por
las inconsistencias que tiene, pero dio pie a la profundizacién del concepto de probabilidad.
En su definicién, Von Mises impone la condicién de que, en las repeticiones del experimento,
los resultados se presentan en "sucesién irregular". Fue sobre este punto que Ville realizé
su estudio ya que consideré que Von Mises no precisaba bien lo que eso significaba. Decia
Von Mises: .P*e segundo axioma, que debe expresar el cardcter aleatorio de los fenémenos
considerados, es el axioma de irregularidad o principio de la imposibilidad de encontrar un
sistema de juego". Von Mises se referfa a la imposibilidad de encontrar una estrategia, en un
juego aleatorio, que hiciera ganar con seguridad. Lo que hizo Ville fue expresar la condicién
de irregularidad a la que se referia Von Mises en términos del concepto de martingala que
introdujo en su libro. Su definicién tinicamente difiere en notacién de la definicién moderna.

Para definir el concepto de martingala o "juego justo", como también lo denominaba Ville,
considera una sucesién de variables aleatorias (X,,), .y ¥ una sucesién (S,),, oy, donde, para
cada n € N, S, es una funcién de X, Xy, ..., X,. Decfa entonces que la sucesién (5;),,cx
serd llamada una martingala si, para cada n € N, la esperanza condicional de S,,, conocidos
los valores de X1, Xs,..., X,,_1, es igual a S,,_;. Esta definicién la extendié Ville al caso de
un proceso estocdstico en tiempo continuo. Dice Ville en su libro, como introduccién a la
definicién de martingala:

Consideremos el juego siguiente: un jugador A apuesta una suma igual a 1, contra la promesa
de recibir la cantidad s; (X;) des\-pués de la determinacién de X, o ss (X1, X2) después
de la determinacién de X; y Xo, ..., 0 s, (X1, Xs,...,X,,) después de la determinacién de
Xy, Xo, ..., X,,, etcétera, estando entendido que A es libre de interrumpir el juego cuando
le plazca, es decir, de tomar, después de una partida cualquiera, la cantidad convenida y
mantener su posesién definitiva. ;Bajo que condiciones este juego es justo?

La respuesta intuitiva a esta pregunta es la siguiente: después de cada partida, la esperanza
matemadtica del jugador, relativa a las partidas que seguirdn, debe ser igual al valor de la
cantidad que posee en el instante considerado, y eso independientemente de la estrategia que
él se proponga seguir, inspirdndose por ejemplo en los resultados de las partidas ya jugadas."

La teorfa de las martingalas se encuentra actualmente en el centro de la teoria de los proce-
sos estocdsticos. Esto se debe mucho al desarrollo de esta teorfa que hizo Doob en su libro
Stochastic processes (1953) y a la importancia que el mismo Doob hizo ver de esta teoria.
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Previamente, Lévy, en su libro Processus stochastiques et mouvement brownien (1948), traba-
j6 con martingalas y demostré uno de los mas célebres resultados de la teoria de los procesos
estocasticos:

En la segunda parte de su libro, Lévy estudio el problema de la suma de variables aleatorias
no independientes, sino encadenadas. En esa parte demostré el siguiente resultado, enunciado
aquif en su formulacién moderna: Si (X;),.p+ €s un proceso estocastico fuertemente continuo
tal que (X;),cg+ ¥ (X7 —t),cp+, son martingalas, entonces (X;),cp+ tiene las propiedades
que caracterizan al proceso de Wiener.

El desarrollo mas importante de la teorfa de las martingalas y submartingalas lo hizo Doob
en el libro citado arriba. Ahi demostré las principales propiedades de las martingalas y las
submartingalas, tanto en tiempo discreto como en tiempo continuo; la formulacién moder-
na de esas propiedades es bdsicamente la que hizo Doob en su libro. Estas propiedades se
pueden dividir en tres grandes categorias: las que tienen que ver con la conservacién de la
propiedad de martingala o submartingala al sustituir los tiempos fijos por tiempos aleato-
rios, ahora llamados tiempos opcionales; las que se refieren a algunas desigualdades que se
satisfacen y que son la base para la tercera categoria de resultados, los teoremas de conver-
gencia. Esto ademés de demostrar, en el caso de tiempo continuo, la existencia de versiones
con trayectorias continuas por la derecha y con limites por la izquierda de las martingalas o
semimartingalas, lo cual, en palabras de Paul Meyer y Claude Dellacherie, .* quizé el resul-
tado mé&s importante de toda la teoria de procesos estocdsticos en tiempo continuo". Mostré
ademads algunas aplicaciones importantes de esta teorfa.

Definicién 50. Dado un conjunto de indices ' C R y una filtracion {3, : t € T'}, se dice
que un proceso (Xy)ier €s una martingala (resp. supermartingala, submartingala) con
respecto a la filtracion {S; : t € T'} si se satisfacen las siguientes tres propiedades:

1. El proceso (Xy)ier estd adaptado a la filtracion {3y : t € T'}.

2. E[|X:|] < oo para cualquiert € T'.

3. Dados s,t € T', con s < t, se tiene E[M;|Ss] = M (resp. E[M; || < M,
E[M,|S,] > M,).
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La siguiente proposicién y el corolario que le sigue son propiedades muy importantes de las
martingalas.

Proposicién 1. SeaI' C [0, 00) un conjunto de indices , {S; : t € I'} una filtracion y (My)ier
una martingala con respecto a la filtracion {3 : t € T'}. Entonces, para cualesquierar, s,t € T’
tales que r < s <'t, se tiene:

E [(Mt - Mr>2 | %5} =F [Mt2 - M52 | %8] + (Ms - Mr>2

Demostracion

E[(M; = M,)* | ]

= B [(My = M,)* + (M, — M,)* + 2 (M, — M) (M, — M,) | S

= E [(M; — M,)? + 2M, M, — 2M? — 2M, (M, — M,) | S,] + (M, — M,)?
= E[M? — M2 | S = 2M, E [M; — M, | ] + (M, — M,)”

= E[M?— M?| Q] + (M, — M,)*

Corolario 1. Sea I' C [0,00) un conjunto de indices , {S; : t € T'} una filtracion y (My)er
una martingala con respecto a la filtracion {S; : t € T'}. Entonces, para cualquier pareja de
puntos s,t € I' tales que s < t, se tiene:

E[(M,— M) |S] = B[M? — M2 | S,
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Propiedades del proceso de Wiener
Teorema 20. 1. El proceso de Wiener (W),cp+ €s una martingala con respecto a la filtracion
{St=c({Wy:u<t}):teR}.
2. el proceso (WE —t), g+ €s una martingala con respecto a la filtracion {S, = o ({W, : u < t}) : t € R},
Demostracién

Recordemos que las propiedades que caracterizan al proceso de Wiener, (W;), g+, son las
siguientes:

i) Si0 < t; < --- < t,, entonces las variables aleatorias Wy,, Wy, — Wiy, ..., Wy, — W, |
son independientes.

iii) Si 0 < s < t, entonces la variable aleatoria W; — Wy tiene distribucién normal de para-
metros =0y o2 =t — s.

iv) (W;),cg+ €s un proceso continuo.

De manera que si s,t € R son tales que s < t, y $1, S2,...5, son nimeros reales no negati-
vos menores o iguales a s y ordenados del menor al mayor, entonces el incremento W; — W

es independiente de la familia de variables aleatorias X, , X, s, Xss—s0s- - - s Xs,—s,_ 1 ¥s POT

lo tanto, también es independiente de la familia X, , X,,, ..., X;,. Asf que, como la o-dlgebra

o ({W, : u < s}) estéd generada por los conjuntos de la forma [ X, € By, X, € Bo, ..., X;, € By,
donde By, By, ..., B, € B(R), se concluye que W; — W es independiente de la o-édlgebra

o ({Wy :u < s}).

Por lo tanto:
EW, =W, | S| =E[W,— W, =0
Es decir:
EWy | Ss) =W,

Por lo tanto, (W}),cg+ €s una martingala con respecto a la filtracién {3y : ¢ € R*}.

2.
E[(W, = Wy)? | Ss] = E[W2 - 2W, W, + W2 | S

= EW2+W2 |3 = 2B[W,W; [ Q] = E[WZ + W2 | ] — 207
= E[W? —-W2|S,]
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Por lo tanto:
EW2-W2 | =E[(W, — W) |S] =B [(W, — W)’ =t—s
Asi que:
EW?2—t|S|=W2—5

Es decir, el proceso (W2 — t),.z+ €s una martingala con respecto a la filtracion {Q, : ¢ € R*}.

Teorema 21. H]lDiHm Sy (W, — I/Vtk_l)2 =b—aen L?
—0
donde P ={a =1ty <t <--- <t,=>b} es una particion del intervalo [a,D].

Demostraciéon

Recuérdese que si X es una variable aleatoria con distribucién normal de esperanza 0 y
varianza o2, entonces F [X?"]| =1-3-5---(2m — 1)o?™ para cualquier m € N.

Sea Ay = (Wtk - Wtk_1)2 . Se tiene entonces,
FE [Ak] =1t —tr_1
2 2 4 2
VAL = B [(A)] = (BIA) = B [(We, = Wi )] = (6 = ts)
=3ty —tr1)” — (e — th1)” = 2 (tg — tr1)’
Por lo tanto,
[ n 2 n n
E _Zk:l (Wtk - Wtk—l) ] =F [Zk:1 Ak} = Zk:1 (tk - tk—l) =b—a

Ademds, como Ay, As, ..., A, son variables aleatorias independientes,

B (S = Wi )" = 0- )| = VIS, Al = T VA
=25 (i)’ 2P (e~ ) = 206 ) | P|

Por lo tanto:

1P[|—0

lm E {(221 (Wi, = Wy ) = (b— a)ﬂ —0
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Al limite Hlljlﬁn Y ores (VVtk I/Vtk_l)2 se le llama la variacién cuadratica de (W;) en el
—0

intervalo [a, b].

Corolario 2. Las trayectorias del proceso de Wiener no son de variacion acotada.

El hecho de que las trayectorias del proceso de Wiener no sean de variacién acotada se refleja
en problemas del siguiente tipo:

Proposicion 2.

1. lim (P> ZZ:1 Wi, [Wtk - Wtk71i| = 1W2 — 2

1P[—0

2. lim (P) ZZ:I Wtk [Wtk - Wtk,1:| == %Wtz + —t

1P[—0

donde P = {0 =1ty <t; <--- <t, =t} es una particién del intervalo [0, ¢].

Demostraciéon

ZZzl Wtk—1 [VVtk - Wtk—1:| Zk 1 [VVtk 1Wtk VVtk 1]

N[

_ZZ:IQWtk—IWtk Zk 1 tk 1 Zk 1 tk 1]

N [=

_22:1 2Wtk71Wtk Zk 1 tk 1 Zk 1 +Wt2}

[ n 2 n 2
= % _Wt2 - Zk:1 (Wtk - VVtk—l) } - %Wf - %Zkzl (I/Vtk - Wtk—l)
Por lo tanto:

HPH 0( )Zk 1Wtk 1 [Wtk Wtk—1:|

= lW2 -3 lim ( )Zk 1 (Wtk Wtk71)2 = %WtQ - %t

ZZ:l Wtk [Wtk - Wtk71i| Zk 1 [ ti WtkWtkq]
= % [_ ZZ:I 2Wtk71Wtk + ZZ:I Wtzk + 22:1 Wtzk]
=3 [ Done1 2We Wiy + 3 W2+ 3 W +W2]

= % [Wtz + ZZ:1 (Wtk - Wtk—1)2:| = %Wtz + % Zzzl (Wtk - Wtk—1)2
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Por lo tanto,

lim (P) 3 5 W, [Wtk - Wtk—l}

1Pl—0

, n 2
=iW2+ 1 lm (P) Y, (Wi — Wy, ) = 3W2+ 1t

2 -2
| P[|—0

Como puede verse, los dos limites de la proposicién anterior son distintos por el hecho de
que la variacién cuadrética de (W) es distinta de cero.

En todo lo que sigue consideraremos como filtracién a la familia de o-dlgebras
{St=c({(Wy:u<t}):teR}.
La integral de Ito se define primero para una familia de procesos simples y después se extiende

a otro tipo de procesos tomando limites:

Se comienza con procesos de la forma Hy(w) = I(q4xr(t,w), donde F' € S, para los cuales
se define:

[ HdW = (W, — W,)Ip
fot H,dWy = [ Hglpy(s)dWy para cualquier ¢t € RT
De manera que se tiene:

0 sit<a
[y HdW, = (W, = Wo)Ip sia<t<b
y— Wo)lp sit >
(Wy = Wo) I s b

Definiendo, para cada t € RT, N; = f(f H,dWy, se tienen las siguientes propiedades:

1. (N¢)ier+ es una martingala continua nula en cero.

t . .
2. (]Vt2 - H fds) es una martingala continua nula en cero.
teRt

El siguiente paso consiste en definir la integral para un proceso del tipo Z;(w) = Y-, e H® (w),

donde ¢y, ¢a, . .., ¢, son constantes y, para cada k € {1,2,...,n}, Ht(k) (W) = L(ay pp]xFi (B, W),
donde Fj, € J,,. Para un proceso de este tipo se define:

3 Zdw, =0 e o HPaw,



22

Aqui se requiere verificar que esta definicién no depende de la representacién particular de Z
como una suma de la forma Z;nzl e H®) . Una vez verificado esto, definiendo N; = fot ZdWs,
se tienen las siguientes propiedades:

1. (Nt)ier+ es una martingala continua nula en cero.

t . .
2. (Nt2 - Z 3ds> es una martingala continua nula en cero.
teRT

. t . .
En particular, como el proceso (Nf -, ngs> es una martingala nula en cero, se tiene,
teR+

para cada t € R™:
2 t 72
E[N? =E [fo sts]

Esto define una isometria entre dos espacios L?, la cual permite extender la integral estocés-
tica a todos los procesos que se puedan aproximar mediante procesos del tipo de los procesos
(Z¢)ter+ definidos arriba. La integral estocéstica queda asi definida para una familia bas-
tante amplia de procesos, la cual incluye a todos los procesos continuos (Z;);cr+ tales que

E [f(f Zfds} < oo para toda t € R.
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La o-algebra previsible

Definicién 51. Sia,b € RU{oo} y a < b, definamos (a,b| de la siguiente manera:

[ (a,b] sibeRT
(a,b[-{ (a,b) sib=o0

Definicién 52. Entenderemos por un rectdngulo de Rt x Q un conjunto de la forma (s, t| x F
6 {0} x F, donde s,t € R', s <tyF €S. Diremos que el rectdngulo (s,t|x F (resp. {0} x F')
estd adaptado a la filtracion {%t it e @Jr} si '€ S (resp. F € ). Denotaremos por R a

la familia de rectdngulos adaptados y por A a la familia de conjuntos de la forma U?Zl E;
donden € N y Fq, ..., E, son rectingulos en R, ajenos por parejas.

Se tiene:

)heR
ii) Si Fy, Fy € R, entonces E1 N Ey € R.

iii) Si £ € R, entonces E° € A.
Por lo tanto, R es un 7-sistema y A es un algebra de subcontuntos de R* x €.

Obsérvese que si F € R, entonces el proceso (X,),er+ definido por X,(w) = Ig (u,w) es
continuo por la izquierda y estd adaptado.

Definicién 53. La o-dlgebra generada por A serd llamada la o-dlgebra previsible y la deno-
taremos por P.

Definicién 54. Diremos que un proceso estocdstico (X;)ier+ es previsible si la funcion X :
RT x Q — R, definida por X (t,w) = X; (w), es P-medible.

Si C € P, denotaremos por (Cy), p+ al proceso estocdstico definido por:

Cy (w) = Ic (t,w)
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Para cada t € RT y C' € P, definamos:
t
1, (C)=E [ I Csds}

Proposicién 3. Para cada t € RY, p, es una medida finita definida sobre P.
Demostracion

Si C = (), entonces F [fot C’Sds} = 0; es decir y, (0) = 0.

Si C = RT x Q, entonces Cy (w) = I (s,w) = 1 para cualquier w € Q y s € [0,¢t]; asi que:
[5 Cy (w) ds = t para cualquier w € Q

Por lo tanto:

p (R x Q) =t < o0

Demostremos ahora que i, es o-aditiva.
Sea (Ck) ey Una sucesion de elementos de P, ajenos por parejas.

Para cada w € 2, se tiene:
Jo wyds = [y Iup_ e (s,w) ds = [y 300, Lo, (s,0) ds

=3 fJ Ie, (s,w)ds = Y5y [5 (C), (w) ds

Asi que, por el teorema de convergencia mondtona, se tiene:

py (Up2 C) = [fo URZ1C), ds} =E [Hmnﬂoo f(f (Ur=1C), ds}

= lim, e B[S fy (C), ds] =l S, B ([ (Co), ds]

= Hmn—wo ZZ:]_ Ky (Ck) = Zzozl M (Ok)

Por lo tanto, p, es o-aditiva.
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Proposicion 4. Si (X;)cr+ €s un proceso previsible no negativo y (A;)icr+ €S un proceso
no decreciente y adaptado, entonces, para cualquier t € RT, fg X dA, es S-medible.

Demostracion

Definamos:

K= { CeP: fooo Cslpy (5) dAs es Sp-medible para cualquier ¢ € R+}

Para los conjuntos C' € R, se tiene:
Si C'={0} x F, con F € S:

I Cs(w) Tio (s) dAs (w) = Ip (w fo Loy (8) I (s) dAs (w) = 0 para cualquier w € Q.

Si C = (a,b] x F, con F' € §,, donde a y b son nimeros reales no negativos tales que a < b,
se tiene, para cualquier w € §2:

Joo Cs (W) Ty (s) dAs () = I () [y Ty (5) T (5) dAs (w)
O si0<t<a
= (w fo s dA, (w) sia<t<b

wfo (ap] (8) dAs (w) sit>D

0 sio<t<a
=< Ir(w) (A —A,) sia<t<b
Ir(w)(Ap— A,) sit>b

Asf que, en cualquier caso, C' € K. Por lo tanto, R C K.

Probaremos ahora que K forma un d-sistema.

i) [0,00) x Q€K
En efecto, si C' = [0,00) x €2, entonces:

I Cs (W) Ioy (s) dAs (w) = [ To,0) () Tio (8) dAs (w) = Ay (w) para cualquier w € 9.

ii) IC es cerrada bajo diferencias propias.

En efecto, si D y E pertenecen a  y D C FE, entonces, definiendo C' = E — D, se tiene,
para cualquier w € €Q:

Cs(w) = Io (s,w) = Ip_p(s,w) = Ig(s,w) — Ip(s,w) = Es(w) — Dy (w), asi que, para
cualquier t € RT:
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Cs (W) I (5) = Es (W) Ipp (5) = Ds (@) Tpog (5)
Por lo tanto:
J5" Cs (W) o (5) dAs (W) =[5 (B () = Dy (w)) Toq (5) dA; (w)
= [y Es (w) I (5) dAs () =[5 Dy (W) Lo (5) dAs (w)
Asique E— D =C € K.
iii) K es cerrada bajo uniones monétonas numerables.

En efecto, si (By) pen €8 una sucesién monétona no decreciente de conjuntos que pertenecen
a K, entonces:

fooo (Bg), Iio, () dAs es Sp-medible para cualquier ¢ € R™

Definamos B = U2, By, entonces limy_. I, = Ip, asi que, para cualquier w € €2, utilizando
el teorema de la converencia mondétona, se tiene:

i T (5160) Ty (5) dA, () = [ Himo T, (5.60) T (5) dA, () =
iy oo [5° In, (5,0) T (5) dAs (w)

Por lo tanto, [~ Ip(s,w) Ijoy (s) dAs (w) es Syp-medible para cualquier ¢ € R*. Asf que
Bek.

IC es entonces un d-sistema que contiene al m-sistema D, asi que, por el teorema de clases
mondétonas para m-sistemas:

Consideremos ahora una funcién simple P-medible, ¢ = »,"  bilc,, donde by, ..., b, son
numeros reales y (', ..., (), son elementos de P.

Para cualquier t € RT, se tiene:

Jo 0sdAs = [ oudAs =[5 320L b (Cr), dAs = 3070 b fy (Cr), dA,

Asf que, fg @, dA, es Sp-medible.

Finalmente, si (X;);cr+ es un proceso previsible no negativo, consideremos una sucesién no

decreciente de funciones simples no negativas (¢,,),, oy tales que:

X =1lim, o0 ¢,
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Entonces, por el teorema de la convergencia mondtona, para cualquier t € RT, se tiene:

Asf que f(f X, dA; es $y-medible.

Definicién 55. Diremos que una funcion Z : RT™ x Q — R es elemental si tiene la forma
7 = Z;”Zl bilg,, donde by, ..., b, son nimeros reales y F, ..., E, son elementos de R. En
ese caso, el proceso (Z,)uer+ definido por Z,(w) = Z(u,w) también serd llamado elemental.
El conjunto de procesos elementales serd denotado por £.

Obviamente, todo proceso elemental es previsible.

Como R es un 7-sistema, el producto de dos funciones elementales es una funcién elemental.
En particular, como I} gx0 = l{oyxa +L(0,4qx es elemental para cualquier ¢ € R*,si Z es una
funcién elemental y ¢ € R™, entonces la funcién ZIjp4«q, la cual denotaremos simplemente
por ZIjp,, es una funcién elemental.

También [, es una funcién elemental para cualquier A € A.

Obviamente, el conjunto de funciones elementales es cerrada bajo sumas y multiplicacién
por un nimero real, asi que forma un espacio vectorial.

Si Z = -, belp, es una funcién elemental y {di,...,d,} es el conjunto formado por
todos los distintos posibles valores no nulos de Z, definamos, para k € {1,...,n}, Dy =
{(t,w) € R" x Q: Z(t,w) = di}, entonces los conjuntos Dy, ..., D, son ajenos por parejas
y Z =Y ;_, diIp,. Esta ultima expresién serd llamada la representacién canénica de Z.
Ademds, para cada k € {1,2,...,n}, Dy € A.

En efecto:

Denotemos por I' a la familia de subconjuntos no vacios de {1,2,...,m}. Para cada U € T,
sea EU) = ", Gy, donde Gy = Ey, sik € Uy Gy = ES si k ¢ U. Obviamente, si U y V
son dos conjuntos distintos que pertenecen a I', entonces £ N EV) = ().

Sea I la familia de conjuntos U en I' para los cuales EUV) # (). Entonces, | J (Uer} EW) =
Uiw, Ek, ast que, si, para cada U € I, definimos SW) = Z{keU} by, entonces:

Z - Z{UEF/} S(U)IE(U)
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Como los conjuntos de la familia { EUV) .U eI } son ajenos por parejas, se tiene entonces,
para cada k € {1,2,... ,n}:

Dk = U{UEF’:S(U):dk} E(U)

Finalmente, por las propiedades de R demostradas antes, si U € I", entonces DY) es una
union finita de elementos de R, ajenos por parejas. Por lo tanto, paracada k € {1,2,...,n},

DkGA.

Una funcién elemental Z tiene también las siguientes representaciones:

1) Z =3, ckle,, donde ¢, ..., ¢, son nimeros reales y C1,...,C, son elementos de R
ajenos por parejas. En este caso, los coeficientes cy, ..., ¢, no necesariamente son distintos
entre si.

En efecto, si Z es una funcién elemental y Z = ;" | diIp,, es la representacién canénica

de Z, entonces, para cada k € {1,2,...,m}, Dy = U:@lEﬁk), donde los conjuntos EW
(r€{1,2,...,my}) pertenecen a R y son ajenos por parejas. Asi que:

Z =30 di ]Eﬁk) =D ket 2 dk]Ei’“)

2) Z = aolioyxcot 2 opet Wt 1 i1 xGeF0nt 1 (1 1) x Gsr » dONAe G, @1, . . ., Gpqq SON NMETOS
reales, to,t1,...,t, ERT y 0 =ty <t; <ty--- <t, <ty =00, Gy € Fyy, para cada
ke{l,2,...,n+1}, G, € F;,_,. En este caso alguno(s) de los coeficientes ag, ay, ..., Gpi1

pueden ser iguales a cero.

En efecto, si Z = Z;nzl ¢jlc; es una funcién elemental, donde ¢y, .. ., ¢, son nimeros reales
y Ci,...,Cp son elementos de R ajenos por parejas, entonces, cada conjunto Cj, con j €
{1,2,...,m}, tiene la forma (u;,v;| X F}, con F; € S, 6 {0} x F}, con F; € Sy.

Si ninguno de los conjuntos C4, . . ., C,, tiene la forma {0} x F', con F' € Sy, definamos ag = 0
y Gp = §2; en otro caso definamos:

Go = U{jG{l,Q,...,m}:C’j:{O}><Fj} Fjyap= Z{jG{I,Q,..‘,m}:C’j:{O}><Fj} Cj

Si ninguno de los conjuntos C1,...,C,, tiene la forma (u,v| x F, con F' € J,, definamos
to=0,t; =00, a; =0y G; = 2. Entonces:

Z - aOI{O}XGo + al-[(to,tl)XG1
En otro caso, definamos:

B = U{je{1,2,...,m};cj:(uj,yj|ij} {uj,v;} U{0, 00}
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Sean tg,t1,to, ..., t,, the1 los elementos de B, ordenados del menor al mayor.
Sea k € {1,2,....,n+1} y j € {1,2,...,m} tal que C; = (u;,v;| x Fj, con F; € J,.
Entonces, como u; y v; pertenecen a B y t;_1,t, son elementos consecutivos de B, si

(tk—1, tg|N(uj, v;| # 0, niu; niv; pertenecen al intervalo (t_1, ), asi que u; < tp_1 < t, < v;;
por lo tanto, (tx—1,tx| C (uj,vjl.

Para cada k € {1,2,...,n+ 1}, definamos:
Gk - U{j€{1,2,...,m}:0j:(uj,1;]-|><Fj y (tk,l,tk\c(uj,vﬂ} F7
ak = Z{je{l,?,...,m}:CjZ(Uj,’Uj|><Fj y (tk—htk:‘c(ujfvj‘} Cj

Entonces, G, € F},_, vy se tiene:

Z = aOI{O}XGo + 22:1 ak[(tk—latk]XGk + an+1I(tmtn+1)XGn+1

Si v es una medida definida sobre P, denotaremos por L% (1) al espacio L? (R x Q, P, ).

Lema 1. Supongamos que i1 es una medida finita definida sobre P. Entonces, para cualquier
E € P, I es limite en L3 (u) de elementos en E.

Demostraciéon

Observemos que si (fy),cy €8 Una sucesion no decreciente y uniformemente acotada de fun-
ciones no negativas P-medibles, entonces f = lim,..o f, es acotada y, como |f, — f| =
f— fa < f, entonces (f,,),cy converge a f en L3 (u).

Sea D = {A € P : I, es limite en L} (i) de elementos en E}.

Si E € R, entonces I € £, asi que E € D.

Si A,Be€ Dy AC B, entonces obviamente B — A € D.

Si (A;),en €8 una sucesién creciente de elementos en D, entonces la sucesién (14, ),y €5
una sucesién no decreciente y uniformemente acotada de funciones no negativas P-medibles,
asf que [, converge a Iy~ 4, en L% (11). Por lo tanto, como cada funcién I, es limite en
L% (11) de elementos en £, también es asf para [y~ 4, .

Por tltimo, Rt x Q € D pues RT x Q = ({0} x Q) U ((0,00) x Q).

D es entonces un d-sistema que contiene a los elementos de R, asi que D contiene a los
elementos de o (R) = P.
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Corolario 3. Supongamos que i es una medida finita definida sobre P. Entonces, cualquier
funcion simple P-medible es limite en L3 (u) de elementos en E.

Proposicion 5. Sea p una medida finita definida sobre P. Entonces, para cualquier funcion
f € L3 (n), existe una sucesion (f,),oy de funciones en & tales que la sucesion (fy)
converge a f en L% ().

neN

Demostraciéon

Sabemos que si f € L3 (u), existe una sucesion (s,), .y de funciones simples P-medibles

tales que:

neN

Mmoo far g |F — Snl?dp =0

Asf que, dada € > 0, existe N € N tal que [, |f — sn]2 dp < % para cualquier n > N.

Para cada n € N, sea f,, una funcién en £ tal que fR+XQ | fn — sn\2 dp < %.

Por la desigualdad del tridngulo, se tiene entonces, para cualquier n > N:

(ol — 1P i)

1
2

< <IR+XQ | fn — Sn|2dﬂ>; + <fR+><Q |Sn — f|2dﬂ>

1
(fR+XQ | fr — f\2dp) * < ¢ para cualquier n > N.

Se sigue entonces que la sucesion (f,), .y converge a f en L} (11).
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Integrales estocasticas de procesos elementales

Si Z es una funcién elemental, entonces, para cada w € 2, la funcién s — Z (s,w) de RT en
R es escalonada. En efecto, Z admite la siguiente representacién:

Z = aUI{O}XGo + ZZ:1 ak[(tk—lutk]XGk + anﬂ[(tn»th}XGnH

donde ag, ai, ..., a,41 son nimeros reales, to,ty,...,t, € RT, 0 =tg < t; <ty < t, <
thy1 =00, Go € Foy, paracada k € {1,2,....n+ 1}, G, € Fy,_,.

Asi que, si s € R™:

Z (37 w) = aplg, (w) I{U} (S) + 2221 akIGk (w) I(tk—l’tk] (8) + an+1IGn,+1 (OJ) [(tn,tnﬂ) (3)

Por lo tanto, si f : R — R es una funcién continua, la funcién s — Z (s,w) es Riemann-
Stieljes integrable con respecto a f sobre cualquier intervalo cerrado y acotado de R*.

Definicién 56. Para cada funcion elemental Z, t € RT y w € Q, definamos:

i Zy () dW, (w) = (RS) [y Zs (w) dW, (w)

donde (RS) indica que se trata de una integral de Riemann-Stieltjes.

Para cada t € R", denotaremos por fot ZdWy a la funcion w — fot Zs (w) dWy (w)
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Para ilustrar, veamos cémo se calcula la integral
(RS) [5 Iap)xr (3, w) AW (w)
donde a,be Rt,a<byF €S.
Recordemos la férmula de integraciéon por partes para la integral de Riemann-Stieltjes:

Sean f: [c,d] = Ry g: [c,d] — R dos funciones acotadas y supongamos que f es integrable
con respecto a g, entonces ¢ es integrable con respecto a f y, ademads, se tiene:

I 9df = 9(d)f(d) = g(e) () = [ fdg
Definamos la funcién ¢ : [0,b] x Q@ — R mediante la relacién:
g(s,w) = Iapxr (5,w)
Para t € R, evaluemos la integral fot W (w) dg (s,w):

Jo We (@) dg (s,w) = lmypj—o Y p_y We, (@) [g(wr, w) — g(ar-1,w)]

Donde P = {xg,x1,...,x,} es una particién del intervalo [0,t] y &, € [zx_1, x| para k €
{1,2,...,n}.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que, si a < t, entonces a € Py que, sib € [0, ],
entonces b € P.

En la grafica siguiente se ilustra lo anterior, cona=1,b=4y ¢t =5.

Como ¢ toma el valor 1 en el intervalo (1,4] y el valor 0 fuera de ese intervalo, uinicamente
hay un término distinto de cero en la suma Y} W, (w) [g(@k, w) — g(zp_1,w)].

N 6
w b
NS

No +
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Asi que:

0 sit<a
We (w) Ir (w) en otro caso

Zzzl We, (W) [9(zg,w) — g(Tp_1,w)] = {

donde ¢ € [a,§,] para alguna k.

Por lo tanto:
Jo Wi (@) dg (s,w) = limypy-o Xy We, (@) [9(an, w) = glan-1,w)]
_{0 sit<a _{O sit<a

lime_,, We (w) Ir (w) en otro caso W (w) Ir (w) en otro caso

Asi que, utilizando la férmula de integracién por partes, obtenemos:
fot TIayxr (s,w)dW (w) = TayxF (t,w) Wy (w) — Lo pxF (0,w) Wy (w) — fot Wi (w)dg (s,w)
= Lot (W) We () = fy Wi (w) dg (5,)

0 sit<a
=¢ Wi(w) =W, (w))p(w) sta<t<b
(Wy (w) — W (W) Ip(w) sit>b

Obsérvese que el calculo anterior se hace para cada w € (2. Mas adelante, al extender la
integral estocdstica a procesos que no son elementales, veremos que ya no es asi, ya que la
integral estocdstica se obtiene como el lfmite en L2 (€, 3, P) de una sucesién de variables

aleatorias.
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Teorema 22. Sea E€ R, Z =1Ig vy, parat € RY, N, = fot Z,dW,,, entonces:

(Ni)ep+ €s una martingala continua y nula ent = 0.

El proceso (Nt2 — fot Zﬁdu) , esuna martingala continua y nula en t = 0.
teR

Demostracion

Si E={0} x F, con F € Sy, entonces, para cualquier t € R, N, =0y N? — fot Z%du = 0,
asi que el resultado es trivial.

Supongamos ahora que E = (a,b| x F, con a,b € R tales quea<by F €S,
Se tiene, para cualquier t € RT:

0 sit<a
Nt: (Wt_Wa)]F sia<t<b
(Wy — W) Ir sit>bh

0 sit<a
NtQ_fothLdU: (W — W) Ip—(t—a)lp sia<t<b
(Wb—Wa)QlF—(b—Q)IF Slth

Obviamente, N; y N? — fot Z2%ds son ¥;-medibles, de esperanza finita y nulas si ¢t = 0.
Definamos, para t € RT, Y, = N? — f(f Z2du.

Para s < t, se tiene:

sit<a
Wy =Wl sis<a<t<b
Wy —=Wolp sta<s<t<b
Wy—Ws)lp sta<s<b<t
0 sia<b<s<t

Asi que E [Ny — Ny | 4] = 0, ya que (W,);er+ es martingala.

sit<a

— Wo)Ip — (t—a)lp sis<a<t<b
Wy =W, )2 lp — (W =W, )2Ip—(t—8)Ip sia<s<t<b
Wy —Wo)2Ip — (Wy —Wo)Ip — (b—8)I[p sia<s<b<t
0 sita<b<s<t



Por lo tanto:

ElY,

;

\

_Y;‘%s]

0
E [(Wt — WG)QIF — (t — CL)IF | %s]

E[(W, = W) g — (Wy = W,o)2p — (t —s) Ip | Sy
E[(Wy = W) Tp — (Wy = Wo)2Ip — (b—8)Ip | Sy

0

0
E[(W2=W2)Ip —(t —a)lp | 3]

E(W2=W2Ip— (W2 —=W2)Ip—(t—

s) Ip | S

E[(W; =W2)Ip— (W2 =W2Ip— (b—s)Ip | ]

0

0

E[(W? —=t)Ip — (W7 —a)lp | 3]
E[(W? =t)lp — (W2 —s)Ir | S
OE[(Wf —0)Ip — (W2 —s)Ir | S

sit<a

sis<a<t<b
sia<s<t<b
sia<s<b<t
sia<b<s<t

sit<a

sis<a<t<b
sia<s<t<bd
sia<s<b<t
sia<b<s<t

sit<a

sis<a<t<b
sia<s<t<b
sia<s<b<t
sia<b<s<t

Asi que E[Y; — Y, | S,] = 0, ya que (W2 — t);cp+ es martingala.
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Proposicién 6. Sean F,G € R ajenos, U = I yV = Ig entonces:

El proceso <<f(f USdWs> (fot Vdes)> es una martingala continua y nula en t = 0.

teRt+
Demostracion

Si E (o G) es de la forma {0} x F, con F € Sy, f(f UsdW, = 0 para cualquier ¢t € Rt (o
f(f VidW, = 0 para cualquier ¢t € RT), asi que el resultado es trivial.

Supongamos ahora, que:
E= (al,b1| X Fl, con CL17b1 € @+ tales que a1 < by y F e %m

G = (ag,bg| X FQ, con CLQ,bQ S RJF tales que as < bg y F; e C\\SGQ

Se tiene entonces:

0 sit<ay
[ UAW, =8 (W, = Wo )l siay <t<b
(Wbl — Wa1>[F1 sit> b

0 sit<ay
JoVidW, = (W = W), sias <t < b
(VV{,2 — WQQ)IF2 sit > bQ
Como E N G = (), entonces, o bien (ay,b1| y (ag,bs| son ajenos, o bien F; y F; son ajenos.
En el segundo caso Y; es 0 para cualquier ¢t € RT, asf que se tiene el resultado.
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Supongamos ahora que (aq,b1| y (az, bs| son ajenos; digamos a; < b; < as < be. Se tiene
entonces:

0 sit S Q9
( I USdWS> ( I VSdWS> — L (Why, — W I (Wi — W) I, sias <t <b
(Wb1 — ‘/I/val)IFl(VVb2 — Wa2>[F2 sit> bg

= (W, — Wa) g, [y VadW,

Asi que, por la proposicién anterior, << f[f USdWs> ( f(f ngW8>) , esuna martingala con-
teR
tinua y nula en t = 0.

Corolario 4. Si Z es una funcion elemental y, para t € RT, N, = fg ZdW,, entonces:

(Ni);ep+ €8 una martingala continua y nula en t = 0.
FEl proceso <Nt2 - fot Zfds) es una martingala continua y nula en t = 0.

teRt

Demostraciéon

Sea Z = Z;nzl bilE, una funcién elemental, donde los conjuntos Ej, pertenecen a R y son
ajenos por parejas (los coeficientes by no necesariamente son distintos). Entonces:

Z* = ZZ; biIEk

Ny = S0 by Jy T, (5) AW,
2
Nt2 = 27/?:1 bi (fot IEk (5) dWs) +2 Z{j,ke{l,z ..... m}:j<k} bjbkr <fot IEj (5) dW> (fot IEk (3) dWs)
fot Zds = > he b fot Ip, (s)ds
2 t 9 m 2 t 2 t
Nt - fo Zs ds = Zkzl bk (fo ‘[Ek (8) dS) - f() [Ek (8) ds

+2 Z{j,ke{l,z ..... m}ij<k} b;bk fot I, (s) dS) <f(f Ip, (s) d3>
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Extensién de la integral estocastica a los procesos en L%

En el proceso de extension de la integral estocdstica vamosa utilizar las siguientes
definiciones y resultados:

Definicién 57. Diremos que una funcion ¢ : I — R, donde es un intervalo no vacio, es
convexa si, para cualquier par de puntos x,y € I, con v < y, y cualquier punto z en el
intervalo cerrado J, cuyos extremos son x yy, se tiene p (z) < £(x), donde { es la funcion,
definida sobre J, cuya grifica es el segmento de recta que une los puntos (x, ¢ (z)) y (y, ¢ (y));
es decir:

0 (2) < o () + 2W=EE (o _ g

Resultados:

I. Una funcién ¢ : I — R es convexa si y sélo si, para cualquier par de puntos z,y € [ y
cualquier \ € [0, 1], se tiene:

eAz+(1=XNy) <Ap@)+ (1= p(y)

II. Sea I un intervalo abierto de Ry ¢ : I — R una funcién convexa. Entonces la derivada
por la derecha y por la izquierda de ¢ existen en todo punto x € I y ambas son funciones
no decrecientes. Ademds, si x,y,z € [ y x < y, entonces:

i) @i (2) < ¢4 (2)

5 o ply)—p(z) !

i) gy (z) < 252 < ¢ (y)

ITI. (Desigualdad de Jensen) Sea G una subo-dlgebra de F, X una variable aleatoria

de esperanza finita y ¢ : R—R una funcién convexa tal que ¢(X) tiene esperanza finita,
entonces ¢ (E[X | G]) < E[p(X) | G].

IV. Sea (X,),y una sucesiéon de variables aleatorias la cual converge a X en LP, con p €
[1,00), y G una sub o-dlgebra de F. Entonces la sucesién (£ [X,, | G]),,oy converge a £ [X | G]
en LP .

V. Seap € [1,00 ), (Mt)teR+ un proceso estocdstico y, para cada n € N, (Mt(n)) una
t€R+

martingala tal que, para cada t € R, ,(Mt(")> converge a M; en LP, entonces (Mt)teR+
neN

es una martingala.
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VI. (Desigualdad de Doob) Sea p € [1,00 ) y (M;),cp, una martingala continua por la

derecha tal que M; € LP para cualquier t € R, entonces, para cualquier 7 € Ry y ¢ > 0, se
tiene:

P(sup{|My| :t €[0,7]} >¢) < C%E(|MT\’))

En lo que se refiere a las funciones convexas, puede consultarse algin libro de Anélisis; por
ejemplo, Real Analysis, de H. L. Royden.

Los resultados correspondientes a las martingalas los demostraremos méds adelante.
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Denotemos por ||| a la norma en L? (2, ¥, P) y, para cada t € R", por |||, a la norma en

L% (Nt)-

Demostraremos ahora el resultado central de Ito.

Teorema 23. Sea (Z;),cz+ un proceso previsible en L3, (p,) para cualquier T € R, existe
entonces una unica martingala continua nula en cero, (Ny),cp+, tal que:

i) Si (Z (”))n oy €8 una sucesion de procesos elementales que converge a Z en L% (u,), en-

tonces, para cualquier t € RT, la sucesion (fot Zs(")dWs> converge a Ny en L*(Q, S, P).
neN

i) E[N?]=F [fot Zfds] para cualquier t € RY.

Demostraciéon

Si U es una funcién elemental, sabemos, por el corolario 4, que el proceso (Y;), g+, definido

2
por Y, = ( fot Udes> — fot UZds, es una martingala continua y nula en ¢ = 0. En particular,

para cualquier 7 € [0, 00), se tiene:
E|(Jy Uaw,)’| = B [f; U2ds] < o0
De lo cual se sigue que la variable aleatoria foT U,dW, pertenece a L*(Q, S, P).

Para 7 € (0,00), definamos la funcién G, : € — L? (2,3, P) definida por:

G, (U) = [T UdW,

Obviamente, G, es lineal y, por la igualdad £ [(fOT Udes)Q] = E [ [ UZds], se tiene:

11, = IG=(O)]l
+Es decir, G, es una isometria lineal que asigna a cada proceso
UefCc LR xQ,P,u,)

la variable aleatoria [/ U,dW, € L*(Q,S, P).



41

Ahora, vamos a extender la isometria (G, a una isometria que asigna a cada
elemento en L? (RT x Q, P, .) un elemento en L? (Q, S, P).

Como el conjunto £ de funciones elementales es denso en L% (1), existe una sucesién
(Z (”))neN de funciones elementales cuyo limite en L% (11,) es Z; es decir:

2
lim,, o F {foT (Zs{n) _ Zs) ds} =0
Asf que, para cualquier t € RT, se tiene:

2
limy, o B { i (o (9 2 = Ty (5) 2.) ds}

2
<lim, o B { i (27 - 2.) ds}
=0

Por lo tanto, Ijg4Z ™) converge en L2 (1) a I 047, ast que, para cada t € R™, la sucesién
(Z(”)I[O,t])neN es de Cauchy en L (u,), es decir, dada € > 0 existe M € N tal que:

[ 042" — Ton 2|, < e
para cualquier pareja de nimeros naturales n y m mayores o iguales a M.
Por lo tanto:
|G (700 2™ = N =11G- Loy (2 = 2))]]
= ||y (2™ - Z(m))HT = |10y 2™ - I[o,ﬂZ(m)HT <e
para cualquier pareja de nimeros naturales n y m mayores o iguales a M.
Se sigue entonces que la sucesién (GT (Z (] [M))n oy ©s de Cauchy en L? (9,3, P) y, por lo
tanto, converge.
Si (Y("))nEN es otra sucesion de procesos elementales que converge a Z en L% (11,), entonces,
para cualquier ¢t € [0, 7], | [Oﬂf]Y(”) converge en L3 (p,.) a IjoyZ, asf que:
Mmoo || L0, (20 = Y)|| - = Umy—oo || 109 2™ — TpogY ™|

< Mmoo |10 2™ = To g Z || + Mmoo [T0gZ — Ty Y ™| =0

T
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Asi que:
lim, o [|G1 (Ti0,0 2) = Gi (Lo Y ™) || = 1o |G (1o (27 = Y)) |

=0

T

—limy oo || Ty (287 = V)

Por lo tanto, las sucesiones (GT (Z () [Ovt]))neN y (GT (I [07t]Y(")))neN tienen el mismo limite
en L2 (9, S, P).

Para cada t € R™, denotemos por X; al limite en L? (2, 3, P) de la sucesién (GT (I[O7t}Z(”)))neN.

Se tiene entonces:
Xl = Mmoo |G (100 2) || = Mimnoe || (T0.0Z2 ™) |, = [[T0a 2]l
Es decir:
E[X}=E [ IS ngs]

X, es ya basicamente lo que podriamos definir como la integral estocdstica fot ZdWy; sin
embargo, fijando w € Q, la funcién t — X; (w) no necesariamente es continua.
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Lo que vamos a hacer ahora es encontrar una versién continua de la integral
estocdstica f(f ZsdW,. Lo haremos primero fijando 7 € (0,00) y encontrando una
versién continua de esa integral en el intervalo [0,7]. Después tomaremos una
sucesién creciente (7,,),,.y de nimeros reales positivos la cual tienda a infinito,
para asi obtener una versién continua de la integral estocastica fot ZsdWy, con

t €0, 00).
Fijemos 7 € (0,00) y, para cada t € R*, definamos:

N = G (Ipg2™) =[] Lo Z™MdW, = [ T Z™dW,

0

Obsérvese que, si ¢ > 7, entonces N™ = N!™: es decir, N\ es constante a partir de t = 7.

Obsérvese también que las integrales fOT Ipy2 AW, v f(f Ion2 ™ dW, son integrales de
Riemann-Stieltjes.

Para cadan € Ny w € Q definamos la funcién N™«) : [0, 7] — R de la siguiente manera:
N (1) = N (w)

Vamos a demostrar que existe una sucesién creciente de nimeros naturales (k,),,cy ¥y un
conjunto C € S, de probabilidad 1, tales que, para cualquier w € C, la sucesién de funciones
(N (km’“’))meN converge uniformemente en el intervalo [0, 7.

Siendo (Nt(")) una sucesién de Cauchy en L? (€2, S, P), para cada t € RT, existe una
neN

sucesion creciente de nimeros naturales {k,, } tal que

meN
. 2
E (\Né” - N ) < g
para cualquier pareja de nimeros naturales j y k£ mayores o iguales a k,,.

Se tiene entonces, para cualquier m € N:

2
k’lﬂ km
E(‘Nt( ) ) ) <L
Por el corolario 4, sabemos que (Nt(n)) , esuna martingala continua y nula en ¢t = 0. Por
teR
lo tanto, para cada m € N, el proceso (Nt(k’”“) — Nt(km)> , esuna martingala continua y
teR

nula en ¢t = 0.
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Por la desigualdad de Doob, se tiene:

2
P (Sup {‘Nt(karl) _ Nt(km) -t c [0’ ,7_]} Z 2Lm> S 22mE (‘N£k7rL+1) o N—,(-km) >
m_1 _ 1
< 2w =g

Asi que, por el lema de Borel Cantelli:

P Hw €N: ‘Nt(km“) (w) — Nt(k’”) (w)‘ > 5 para cualquier ¢ € [0, 7],
para una infinidad de valores de m}] =0

Por lo tanto, si:

C = {w € Q) : Existe N, € N tal que ‘Nt(km“) (w) — Nt(km) (w)‘ < o0
para cualquier t € [0, 7] y cualquier m > N, }

entonces P (C) = 1.

Tomemos w € C'y N,, € N tal que ‘Nt(/‘u‘m+1) (w) — Nt(km) ()

y cualquier m > N,,; entonces, dada € > 0, tomemos M > N, tal que ZM%I <Ee.

1 .
< 3 para cualquier ¢ € [0, 7]

Se tiene entonces, para cualquier ¢ € [0, 7] y cualquier pareja de nimeros naturales n y m
tales que n > m > M:
N (w) = N )| < g | M) () = NP ()| < S5

]20 om+j

1 1
<gm1 S g <€

km,w)

Por lo tanto, la sucesiéon (N ( y s uniformemente de Cauchy en el intervalo [0, 7]; asf

que la convergencia de (N (kmvw))meN es uniforme en ese intervalo.

Denotemos por (NV; (w)),c( 1 al limite uniforme de esa sucesién.

telo,r

Como, para cualquier m € N, la funcién ¢t — Nt(km) (w) es continua en el intervalo [0, 7],
también la funcién ¢ — N, (w) lo es.

Siw ¢ C, definamos N; (w) = 0.
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Por otra parte, como, para cada t € [0, 7], la sucesién (Nt(n)> converge en L? (9,3, P)
neN

a X;, también Nt(km) converge en L? (9, S, P) a X;; por lo tanto, converge también en pro-
babilidad y, entonces, existe una subsucesion de <Nt(k"")) la cual converge a X; con
meN

probabilidad 1. Por lo tanto, V; = X, casi seguramente. Asi que, para cualquier ¢ € [0, 7], la
sucesién (Nt(")) converge en L2 (Q, 3, P) a N;.

neN

De esta forma, ya tenemos una parte del proceso (IV;),.p+ que buscamos; lo te-
nemos Unicamente para t € [0, 7].

Tomemos una sucesion creciente (7,,) de nimeros reales positivos la cual tienda a infinito.

meN

Para cada m € N, definamos:
(Nr(r?))t =Gr, (I[Ovt]Z(n))
Ademds, denotemos por ((Ny,),),cp+ al proceso (N;),cp+ correspondiente a 7 = 7.

Entonces, para cualquier ¢ € [0, 7,,], la sucesién ((Ny(,fb1 )> ) converge en L? (2,3, P) a
t/ neN
(Nm)t
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Lo que vamos a hacer ahora es "pegar"los procesos ((Ny,),),cp - Para eso, necesitamos
demostrar que, para cualquier m € N, los procesos ((Nm),),cg+ ¥ ((Nmt1),),ep+ coinciden
en el intervalo [0, 7,,].

Para cadam € N,sit € [0, 7, también se tiene ¢t € [0, 7,,,41], asi que la sucesién ((Ngl)) )
t/ neN
Y

converge en L? (2,3, P) a (N,,), y también converge en L? (2,3, P) a (Nyy41),; por lo tanto,
site0,7m], ( m+1) = (N.,), con probabilidad 1.

Tomando un conjunto numerable {s; : j € N} denso en [0, 7,,], se tiene, fuera de un conjunto
de probabilidad 0, (Np+1),, = (Nm),, para cualquier j € N.

Por la continuidad de los procesos ((Nm););co,,.1 Y ((Vm+1),) se tiene, fuera de un

t€[0,Tm+1]
conjunto D,,, de probabilidad 0, (N,,41), = (Ny,), para cualquier t € [0, 7,,].

Ahora ya podemos "pegar"los procesos ((Np,),), g+ -

Si w € UX_, Dy, redefinamos (N,,), (w) = 0 para cualquier ¢ € [0, 7,,] y m € N.
Definamos:
Ny = (Np), sit e |0,7y)

Ny), s+ €s entonces un proceso continuo tal que, para cualquier ¢t € R y cualquier m € N,
teR y
la sucesién ((N},;”) ) converge en L? (2, S, P) a V.

t/ neN

Como, para cada pareja n,m € N, el proceso((an )> > es una martingala y, para cada
teR+

t € R* y cualquier m € N, la sucesién ((N,(,?)) ) converge a Ny en L? (Q, S, P), entonces,
t/ neN
el proceso (NVi),cp+ €s una martingala.

La unicidad es evidente.
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Definicién 58. Si (Z;),cp+ €s un proceso previsible en L} (j1,) para cualquier 7 € R

Y (Ni)ep+ €s la tnica martingala continua y nula en t = 0, tal que, si (Z(”))%N es

una sucesion de funciones elementales que converge a Z en L3 (u.), entonces, la sucesion

<f07 Zﬁn)dWs> converge a N, en L? (Q,S, P), definimos:
neN
fot Z,dW, = N, para cualquier t € R

En ocasiones nos referiremos al proceso ( fot stW8> N simplemente como [ ZdW.
teR

Comentario. Dado un proceso previsible (Z;), g+ en L} (11,) para cualquier t € R*, la

integral estocdstica fg Z,dW, estéd bien definida para cualquier ¢ € R* de tal manera que

el proceso estocédstico < fot stWs> , esuna martingala continua, nula en ¢t = 0. Ademas,
teR

para cualquier ¢ € RT, la variable aleatoria fg ZdW, pertenece a L* (Q, S, P) y se tiene:

E [( I stwsﬂ = B |, 22|

Esto implica que, si ((Zf)teR+)n < €8 una sucesién de procesos previsibles, en L% (u,) para

cualquier ¢ € RT, y (Z;),cg+ €s un un proceso previsible en L, (11,) para cualquier t € RT
tal que, para cualquier ¢ € R", la sucesion (Z}'), .y converge en L3 (1) a Z;, entonces

la sucesién de variables aleatorias ( fg ngWs> converge en L?(Q,S, P) a la variable
neN

aleatoria | (f ZydW.

En efecto, para cualquier n € N, se tiene:

E [(fot Zrdw, — ! stwsﬂ —F [(fot (Zr — Z,) dI/Vs)Q] —F [fot (Zr — Z,)? ds]
Asf que:

lfm,, o E [( I zraw, — f! stwsﬂ — Uiy oo B | [y (22 = Z,)" ds| =0

Tomemos ahora a,b € RT tales que a < by X € L?(Q, S, P).
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Como X no depende de t, parece evidente que se tiene:

0 sit<a
[ X LaydW, = X(W, —W,) site (a,b]
X(W,—W,) sit>b

Esta igualdad es vdlida; sin embargo, requiere una demostracion ya que la integral estocéstica
fot X1(44dW; estd definida como un limite en L? (Q, S, P).

Proposicién 7. Sean a,b € RT tales que a < b y X € L?(Q,S,, P). Entonces:

0 sit<a
[ X LaydW, = X(W, —W,) site (a,b]
X(Wy—W,) sit>b

Demostracion
Sea (s,,),,cy una sucesion de funciones simples J,-medibles que converja a X en L? (Q, Sy, P).

Se tiene:
im0 B [(s0 — X)?] =0

Asi que, como W, — W, es independiente de cualquier variable aleatoria &,-medible, ser
tiene:

Mmoo B [[5, (Wy — W) — X (W, — Wo)?] = limyoo B (8, — X)? (W, — Wo)?] =
im0 E [(80 — X)?] E [(W, — W,)?] =0

Por lo tanto, la sucesion (s, (Wy — W),y converge a X (W, — W,) en L? (2, S, P).

Por otra parte, el proceso (sn[(a,b} (t))t€R+ es nulo cuando ¢ ¢ (a,b] y, sit € (a,b], la variable
aleatoria s,/ (t) es J,-medible (por lo tanto, Jy-medible). Por lo tanto, el proceso el
proceso (s,1() (t)) e+ €stéd adaptado a la filtracion {Sy : t € R™}; ademads, es continuo por
la izquierda; por lo tanto, es previsible.

Ademas:
lim,, oo f(f E [(sn — X)Z] Tiap) (5)ds = limy, oo E [(sn — X)Q} fot Iiap (s)ds =0

Asf que, para cualquier ¢ € RT, la sucesion (s,/(4,) (t))ne converge en L3 (11,) a X144 (1)

N

Por lo tanto, para cualquier ¢ € R, la sucesién < fot Snl(a,y dWS) converge en L? (2,3, P)
neN
a [y X1iydWs.
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Pero:
I3 $ula) () AWy = (RS) [ sulap) () AWy = 8, (RS) [ Iy (5) AW

0 sit<a
=< s,(Wy —W,) sitée (a,b
S Wy —W,) sit>1b

Por lo tanto:

0 sit<a
[ X LaydW, = X(W, —W,) site (a,b]
X(W,—W,) sit>b



